CAPITOLUL 3

INTEGRALA LEBESGUE

1. Integrarea functiilor simple

Fie (X, %, 1) — un spatiu cu masura finitd, f : X — R — o functie simpla, adica

n

fla) =Y ¢ 1a,(x), (60)

J=1

unde

A]:{x€X|f(x):cj}, AlﬂA]:@,Z#j, AJEQl,jzl,_n, I—lA]:X (61)
j=1

Definitie 3.1.1.  Vom numi integrala Lebesque de la functia simpla f pe spatiul X
(notatie [ f(x)dp(z) sau [ fdu) suma
X X

[ fin=3 i) (62)

Observatie 3.1.1. Fie A C X — multime masurabild, f — functie simpld masurabila.
Atunci f(z) - Ia(x) — functie simpld, masurabila. Prin definitie

/ F@)du(z) = / fdu ™ / - Lidp. (63)
A A

A

Exemplul 3.1.1. a) Fie A C X, A € Ai [4(x) — functia caracteristicad a multimii A.
Atunci
[ 1a@du(z) = ).

X
b) Fie X = [a,b], A — o-algebra multimilor misurabile in sens Lebesgue, u = m este

misura Lebesgue, D|[0 1 () — restrictia functiei Dirichlet pe [0, 1]. Atunci

/Dho,u(x)dm(fﬁ):1‘m({@ﬂ[071]})+0'm({[0,1]\Q}):1'0+0.1:0.

[0,1]
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2. Proprietatile integralei Lebesgue

Fie (X, %, 1) — spatiu cu misura finita.
Teorema 3.2.1. (linearitatea integralei) Fie f,g — functii simple masurabile,

{a, B} C R. Atunci
(af +Bg)dp=«a [ fdu+p | gdp.
/ [res]

X

Demonstratie. Fie

n

f(ZE):ZCj'IAj([E), AimAj:®7 Z%j, |_|A]:X
- =1

J=1

k k
=> bi-Ip(x), BiNB.=2, i#k | |B=X
=1 =1

Cum functia of + B¢ primeste valoarea ac; + by pe multimea Cj;; = A; N B;, avem

n k

af(x) + Bg(x ZZac]+ﬁb o, (),

Jj=1 =1

......

unde | | Cj, = X, i multimile Cj; sunt disjuncte. Conform definitiei integralei si aditivitatii
7.k
masurii, se obtine

n k n k

/(Ozf+59)d,u = ZZ(acj—l—ﬁbk (A;NB;) ZZ&CJM (A;NB;) —|—225qu (A;NB;)

X 7j=1 =1 7j=1 =1 7=1 =1
n k k n n k
=a) ¢y wANB)+BY by pA;NB)=a) cu(A)+5Y biu(Bi) =
7j=1 =1 =1 7j=1 7j=1 =1

:aX/fd,unLﬁX/gd,u.

Teorema 3.2.2.  (nenegativitatea integralei) Fie f — funcfie simpla, masurabila si

f >0 (mod p). Atunci /fdu > 0.

Demonstratie. f > 0 (mod p) inseamnd cd daca ¢; < 0 pentru un careva j, atunci

w(A4;) = p({x € X | f =c¢;}) =0, prin urmare,

X/fduZO.
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Teorema 3.2.3. (monotonia integralei) Fie f,g — functii simple, masurabile gi

f>g (mod p). Atunci /fdu > /gdu.

X X
Demonstratie. Se considera functia simpla masurabila h = f — g si se aplica teorema

3.2.2.
Teorema 3.2.4. Fie f — functie simpla masurabila i a < f(x) < b (mod p). Atunci

ap(X) < /fdu < bu(X).

X
Demonstratie. Rezulta din teorema 3.2.3.

Teorema 3.2.5. (referitor integrala de la o functie echivalenta cu zero) Daca f este

functie simpla masurabila si f =0 (mod ), atunci /fd,u =0.

X
Demonstratie. Rezultd nemijlocit din definitia 3.1.1. In adevir, dacs toti coeficienti

c; sunt nuli, atunci f este identic nuld, iar dacd ¢; # 0 pentru un careva j, atunci

uA) = p(fe € X | f=¢}) = 0si

[ fin =3 cuta) <o,
X i=1

Teorema 3.2.6.  Daca f,g — functii simple masurabile si f = g (mod p), atunci
/ fdp = / gdj.
X X

Demonstratie. Se considera functia simpla, masurabila h = f —¢g h =0 (mod ) si

/ fdu‘é [ 151as

X
Demonstratie. Daca f — functie simpld masurabild, atunci | f| la fel simpld méasurabild

si Vo € X:

se aplica teorema 3.2.5.

Teorema 3.2.7. Daca f — functie simpla masurabila, atunci

—[f(@)] < fz) <[f(2)].

Conform proprietatii de monotonie a integralei

_X/|f|dﬂg)(/fduﬁx/|f|dﬂ
'X/fdu‘SX/|f|dM-
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Fie f — o functie simpla masurabili fixata, v : % — R o functie numerica definita prin

V(A) = / fdu,  Ae (64)
A
Teorema 3.2.8. Functia de multimi v — masurd cu semn.
Demonstratie. Este clar cd v(@) = 0. Verificim o-aditivitatea functiei v. Fie

A = |_|Aj, Ajeill, AiﬂAJZQ, l?éj, f(.T): ZC]"IB].(I>, BiﬂBj:@,
j=1 j=1

‘]:
Utilizand definitia integralei si o-aditivitatea masurii p, se obtine

v(A) = /fd,u = /f-[Ad,u = chu(Bj NA)= ch,u <Bj ﬂ|_|A,-> =
A X J=1 j=1 i
= on <|_|(Bj ﬂAz’)) =D Gy pBiNA) =YY u(BNA) = Z/fdﬂ =
j=1 i j=1 i i oj=1 i,
= v(A).

beﬁnitie 3.2.1. Vom spune ca functia de mulfimi A : A — R se numeste absolut
continue in raport cu masura i, dacd pentru orice € > 0 existd un numdr pozitiv o, astfel
tncat pentru orice E € A cu p(F) < 0 se verifica |[ME)| < e.

Teorema 3.2.9. (continuitatea absolutd a integralei) Masura cu semn v definitd in
(64) este o functie absolut continud in raport cu masura p.

Demonstratie. Fie f — functie simpld masurabild gi ¢ = sup|f(z)|. Dacd ¢ = 0,
zeX

€
teorema este clard. Fie ¢ > 0. Pentru orice € > 0 punem 6 = —. Atunci, pentru u(F) < §
c

avel

W(E)| = '/fdu‘é/lf\duéc-u(E)<c-§=€-

3. Integrala Lebesgue de la functii marginite

Fie (X,2( 1) un spatiu cu masurd finitd, f : X — R o functie masurabild marginita

(fn)nen uniform convergent la f pe X. Vom considera girul integralelor respective I,, =

fadp si vom arata ca sirul (I,,) este fundamental. In adevir, cum f, = f pe X, avem
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Ve>0 dngeN Vm,n>ng, Vre X avem

(X))

[fm () = fnl2)] <

Atunci, pentru m,n > ng avem

g

o= 1l = [ = [ = | [ G = 5| [ V= okt ) =

adica (I,,) — gir fundamental si deci exista lim I, = I.

n—o0

Usor de verificat, ca I nu depinde de alegerea girului (f,,), ce converge uniform pe X la

Definitie 3.3.1. Fie f : X — R — functie masurabila marginita pe X, (fu)nen — un
sir de functit simple masurabile ce converge uniform pe X la f. Integrala Lebesgue de la

functia [ se defineste prin egalitatea

[ r@nto) = [ gau™ tm 1, (63

Fie f — functie masurabila marginita, A € 2. Atunci [4(x) — functie marginita
masurabila si la fel este si produsul f - 4.
Definitie 3.3.2.  Fie f — funciie masurabila marginita, A — multime masurabila.

Atunci integrala Lebesque de la functia f pe mulfimea A se defineste prin

/ Fdu ™ / FLadp. (66)

A X

Vom studia proprietatile integralei Lebesgue de la functii masurabile marginite. Aceste
proprietati sunt absolut similare celor de la functii simple.

Teorema 3.3.1. (linearitatea integralei) Fie f,g — functii masurabile marginite,

{a, B} C R. Atunci
/(Oéerﬁg)du - a/fdquﬂ/gdu-

X

Demonstratie. Fie (f,)nen, (gn)nen — siruri de functii simple masurabile, f, = f,
gn = g pe X. Atunci af, + 069, = af + Bg pe X. Conform definitiei 3.3.1 si linearitatii

integralei Lebesgue de la functii simple, se obtine:
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(af +Bg)du = lim [ (af,+ Bgn)dp = lim |« [ fudu+ B [ gudp | =
o (o s f

X

=« lim /fnderﬁ lim /gnd,u:oz/fdquﬁ/gd,u.
X X X X
Teorema 3.3.2. (nenegativitatea integralei) Fie f — functie masurabila marginita si

f >0 (mod p). Atunci /fd,u > 0.
X

Demonstratie. Fie (f,,)nen un sir de functii simple masurabile uniform convergent la

avem /fnd,u > 0. Trecand in ultima inegalitate la limita cu n — oo obtinem /fdu > 0.

X X
Teorema 3.3.3.  (monotonia integralei) Fie f,g — functii masurabile marginite si
f > g (mod pn). Atunci /fd,u > /gdu.
X X

Teorema 3.3.4. Daca f — functie masurabila marginita $i a < f(x) < b pe mulfimea

masurabila A, atunci

<MMA)§&/def§ﬁMO®-

Teorema 3.3.5. (integrala de la funcfia echivalentd cu zero) Daca f — functia

marginita gi f =0 (mod p), atunci /fdu = 0.

X
Demonstratie. Rezulta din teorema 3.3.4 cu a = b = 0.

Teorema 3.3.6. Daca f,g — functii masurabile marginite si f = g (mod u), atunci

X/fduzX/gdu-

Teorema 3.3.7. Daca f — functie masurabild marginita, atunci
y/mﬂs/umL
X X

Demonstratie. Fie (f,) — sir de functii simple masurabile, f, = f pe X. Atunci

functiile |f,| la fel sunt simple, mésurabile si |f,,| = |f|. Conform teoremei 3.2.7 paragra-

\!mw#!mmm

si ramane de trecut in ultima inegalitate la limita cu n — oo.

fului precedent
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Fie f — functie masurabila marginita fixata si
V(A) = / fdu,  vVAeqL (67)
b's

Teorema 3.3.8. Functia de multimi v definita de (67) este masura cu semn.

Demonstratie. Din definitie 3.3.1 si 3.3.2 rezultd v(&) = 0. Verificim o-aditivitatea
functiei v, adica daca A =[|4;, A4;(NA4; =2, i#j, atunci v(4)= i v(A;).

Vom stabili initial aditi\fitatea functiei v, pentru Vm € N : -

/LMuzﬁi/me (68)
F 4, J=2 4

Jj=

Fie (f,) un sir de functii simple, f, = f. Atunci conform teoremei 3.2.8

ﬁ{hwijnw. (69)

j=1
Trecand in (69) la limitd cu n — oo, se obtine (68).
Cum pentru orice m € N
A:|_|Aj:|_|Aj|_|< | | A]),
j=1 j=1 j=m+1
utilizand aditivitatea functiei v, se obtine

v(A) = ZV(AJ-) +v < || ) : (70)

j=1 j=m+1
Vom estima ultimul termen din (70). Cum ) u(A;) = u(A) < +oo, pentru Ve > 0
j=1

dkeNai pentrum >k > pu(4;) < E, unde ¢ = sup | f(z)|. Pentru aga m avem:
j=m+1 & zeX

o0 o0 o0 6
y( |_| Aj> ‘:‘ / fdu’ﬁ / ]f|d,u§c~u< |_| Aj> =c- Z ,u(Aj)<c‘E:5,
j=m+1 e e j=m+1 j=m+1
Aj Aj
j=m+1 Jj=m+1
de unde

j=m+1
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Trecand la limita in (70) cu m — oo, se obtine o-aditivitatea functiei v. Asadar,
V — masura cu semn.

Teorema 3.3.9. (continuitatea absoluta a integralei) Masura cu semn v definita in
(67) este o functie absolut continud in raport cu masura p.

Teorema 3.3.10. Daca f € R([a,b]), atunci ea este integrabild si in sens Lebesque,

in plus
b

() / flade = (R) [ (o)

a

Demonstratie. A se vedea, de exemplu, [777].

Teorema 3.3.11. (Lebesgue) Functia f, marginitd pe [a,b], este integrabila Riemann,
atunci $t numai atunci cand mulfimea punctelor et de discontinuitate are masura Lebesgue
egala cu zero.

Demonstratie. A se vedea, de exemplu, [777].

4. Integrala Lebesgue de la functii nemarginite nenegative

Fie (X, 2, 1) spatiu cu masurd finitd, f — functia masurabild pe X, a.p.t. finita si

nenegativa pe X. Pentru VN € N definim functia fy prin

f(z), dacd f(z) <N,

fn(z) =
N, daca f(z) > N.

Este clar, cd fy € M(X) si ]\}im pw({f >N} =0.
Cum pentru orice N € N fy — functie masurabila marginita, fy este integrabila

Lebesgue. In plus, deoarece

Vee X fi(x) < falz) < fi(z) < ...

/ﬁwg/ﬁWS/ﬁmgm

exista limita (finitd sau infinitd)

conform teoremei 3.3.3

A}im /de,u. (71)
b
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Definitie 3.4.1. Vom spune ca functia | este integrabila in sens Lebesque (sumabild),

daca limita (71) este finita. In asa caz integrala Lebesque de la functia f se defineste prin

/f Yy /fdu— hm/fzvdu

Daca limita (71) este infinita, punem [ fdp = +oc.
X
Teorema 3.4.1. Fie {f,g} C M(X), 0< f(z) <g(z) (mod p) pe X si g — functie

[ tin< [ gan

X

egalitatea

sumabila. Atunci f — sumabila si

Demonstratie. Din conditiile teoremei rezultda fy(z) < gn(x) (mod p) pentru

VN € N. Atunci
/de#S/gNdué/gdu<+oo,
X

X X

de unde rezulta ca Nlim /fN dp este finita si trecand la limitd cu N — oo, obtinem
—00

b's
inegalitatea din enuntul teoremei.

Fie f — functie sumabila pe X, A C X mul{ime masurabild gi 4(x) — functia caracter-

istica a lui A. Atunci f-I4 € M(X) si cum
0< fz)-Ia < fla),

conform teoremei 3.4.1 f - I4 — functie sumabila.
Definitie 3.4.2. Daca A C X mulfime masurabila si f - 14 este o funcfie sumabila pe

X, integrala Lebesgue de la functia f pe mulfimea A se defineste prin

/f )dp(z /fdu /f Ladp.

Teorema 3.4.2. (linearitatea integralei) Fie f,g — functii sumabile nenegative,
{a, 8} C Ry. Atunci af + Bg este sumabila si [(af + Bg)dp = o [ fdu+ 8 [ gdu.
X X

X
Demonstratie. A se vedea, de exemplu, [1]. Fie f — functie nenegativa, sumabila pe

X gi fixatd, A€ A si v(A) = [ fdu.
A
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Teorema 3.4.3. (continuitatea absoluta a integralei) Functia de mulfimi v este absolut

continud in raport cu MAasura (.

Demonstratie. Din definitia 3.4.1 rezulta ca pentru Ve > 0 N € N astfel incat

0< [(¢=sin= [ fan— [ pu<,
X X

X

Punem 0 = iN Atunci pentru VA € 2 cu p(A) < 0 avem

2
OSV(A):/fd,u:/(f_fN+fN)dM:/(f—fN)d,u—F/de/LS%—i—N%:g.

Teorema 3.4.4. Functia de multimi v este masura.

Demonstratie. A se vedea, de exemplu, [1].

5. Integrala functiilor nemarginite

Fie (X, %, 1) — un spatiu cu masura finitd, f — functia numericd masurabild, a.p.t. finita,
definita pe X,

fula) = max{ /() 0} = LD

(@) = ~ min{ (). 0y = L)

Este clar, cd f(z), f_(x) sunt functii misurabile nenegative, a.p.t. finite si

f@) = fi(e) = f-(z),  [f@0)] = fr(2) + [-(2) (72)

Definitie 3.5.1. Functia f se numegte integrabila in sens Lebesgue (sumabila), daca

ambele functii fi(z) si f_(x) sunt integrabile Lebesgue. In asa caz integrala Lebesque se

defineste prin
[ tan= [ tedu= [ 1.
X X X

Teorema 3.5.1.  Functia masurabila f este sumabild, daca i numai daca |f| este

sumabild. In asa caz
y/mﬁs/umL
X X
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Demonstratie. Necesitatea. Fie f — functie sumabila. Rezulta functiile nenegative f
si f_ sunt functii sumabile. Atunci, conform linearititii integralei Lebesgue de la functii

nenegative, functia |f| = f; 4+ f_ este sumabili si

!mw:!ﬁw+/fw

b
Suficienta. Fie |f| — functie sumabila. Cum f,(z) < |f(z)|, f-(x) < |f(x)|, conform

teoremei 3.4.1, functiile f, si f_ sunt sumabile, prin urmare si f este sumabild. In plus,

'X/fdu‘ﬁ 'X/f+d/uc—x/f_du‘§!f+du+X/f_dM:X/|f|dM

Definitie 3.5.2. Fie A C X mulfime masurabild, functia f-14 sumabild pe X. Atunci

functia f - 14 se numeste sumabild pe A si
de
/fdu Zf/f-IAdu-
A X

Si in cazul integralei Lebesgue de la functii nemarginite raman valabile teoremele des-
pre linearitatea integralei Lebesgue, continuitatea absolutd a integralei si o-aditivitatea

integralei.

6. Trecerea la limita sub semnul integralei Lebesgue

Fie (X, %, ) un spatiu cu masura finita.
Teorema 3.6.1. (Lebesgue) Flie:
1) sirul (f,) de functii sumabile convergente in masurd la functia f;
2) exista asa o functie sumabild nenegativa g, astfel tncat Yn € N : | f,(x)] < g(z).

Atunci [ este sumabila si

lim fnd,u:/fdu.

n—oo

X X

Demonstratie. Cum f, = f, conform teoremei Riesz existd un subsir
(fu.) = fn, — f (mod p). Din conditia 2) |f,, ()| < g(z). Trecand la limitd cu k — oo, se
obtine |f(z)| < g(x) (mod u) si prin urmare, f este sumabila.

Pentru Vo > 0 consideram multimile

EN((S):{Un_f'Z(S}v FN(é):{|fn_f|<5}
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Atunci

Onz’X/fndu—x/fdu'SX/lfn—flduz [ =i [ g e

E,(6) Fn(9)

Cum

() = f(@)] < [fol)| + |f(2)] < 29(x) (mod p)

din (73) se obtine

op <2 / gdp + op(X). (74)
En(8)
Pentru € > 0 punem § = 5 EX) Cum integrala Lebesgue este absolut continue in
I

: . €
raport cu masura g, vom gasi aga un 7 > 0 astfel incat din u(E) < 7 si avem /gdu <7

E
Cum f, & f, rezultd ci Ing € N astfel incat pentru n > ng

W(EL(6) = n{lfu = fI 2 6}) <.
Atunci pentru n > ng din (74) rezulta
oy < 2-

adica, o, — 0, n — oo.
Teorema 3.6.2. (lema Fatou) Fie (f,) un gir de functii masurabile nenegative, ce
converge in masurd la functia f. Atunci

/ fdp < tim | fodp.

n—00
X X

Demonstratie. A se vedea, de exemplu, [2].
Teorema 3.6.3. (Bepppo Levi) Fie (f,) un sir crescator de functii masurabile nene-

gative gi f(z) = lim f,(x). Atunci

lim fndu / fdu. (75)

55



Demonstratie. Cum (f,,) — sir crescitor, rezultd /fndu — gir crescator, prin

neN
urmare, existd limita (finitd sau infinitd) a acestui sir numeric. Conform lemei Fatou

/ﬂw—mn fudp = i [ fudp. (76)
X

n—>oo

In plus, cum f,(z) < f(x) avem

!h@ﬁ/ﬂm

X

de unde trecand la limita cu n — oo, se obtine

lim fndu < /fd,u (77)
Din (76) si (77) rezulta (75).
7. Integrala Lebesgue-Stieltjes

Fie g : [a,0] — R o functie crescitoare, continue la stanga. Atunci g definegte pe
o-algebra multimilor boreliene ale segmentului [a, b] 0 misurd finita — ;, — masura Lebesgue-

Stieltjes. Integrala Lebesgue generata de aceastd masura se numegte integrala Lebesgue-

/f 2)dg /m% /f )dg (s

In particular, daci ¢ este functia salturilor, 1ty — masura discritd si integrala Lebesgue-

Stieltjes si se noteaza

Stieltjes se reduce la suma

/fcm = fe) A

unde ¢; — punctele de discontinuitate ale functiei g, A,(cx) — saltul functiei g in ¢;. Daca
functia g € BV ([a,b]), continud la stanga, atunci g(z) = p(z) — ¢¥(x), unde ¢,y — functii
crescatoare, continue la stanga si integrala Lebesgue-Stieltjes de la functia f se definegte

prin egalitatea
b b b

[ t@dga) e [ p@yigta) - [ sw)ve),

a a a
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Teorema 3.7.1. Fie f € C([a,b]). Atunci existd integrala Riemann-Stieltjes de la
b

functia g, (R — S) / f(z)dg(x) si are loc egalitatea

a

b b

(R - 8) / f(x)dg(x) = (£ - S) / f(2)dg(2).

a a

Demonstratie. A se vedea, de exemplu, [1].

57



[1]

Bibliografie

Bepesanckuit O.M., Ye I.®., Hledrenb 3.1 Oyukuuonanbubiii ananni. — Kues: Boiia nikosta, 1990.

[2] Joporoeuer A.4. JaemenTsl 06mmei Teopun Mepbl U HHTerpaia. — Kues: Beima mikoma, 1989.

[3]
[4]

[5]
[6]
7]

18]
[9]
[10]
[11]
[12]
[13]

ITI.Xanmom. Teopus mepsr. — M.: Unocrpannas mureparypa, 1953.

Kommoropos A .H., ®ovmun B.C. Dnementsr Teopun dbyHKIME v GyHKIMOHAILHONO aHamm3a. — M.:
Hayxka, 1989.

7K.Hep4. Marematudeckue oCHOBbI Teopuu BeposiTHocTeil. — M.: Mup, 1965.

III.Tonacro. Mepa u unrerpas. — M.: Hayka, 1976.

Toponenknuit B. u np. Meroasr pererns 3a1a4 110 GyHKIMOHAJIBHOMY aHam3y. — Kues: Broima mkosa,
1990.

Harancon . Teopus dyukiuit Berecrsennoi mepemennoii. — M.: Hayka, 1974.

ITapracaparu K. Beegenune reopuio Bepoarrocteit u reopun mep. — M.: Mup, 1983.

W.Rudin. Analiza reald gi complexid. — Bucuregti: Theta, 1998.

Nicolescu M. Analiza Matematicd I11. — Bucuregti: Ed. Tehnica, 1960.

M. Sabac. Analiza reald. — Bucuregti, 1988.

Chicu G. Probabilitati si procese stocastice. — Bucuregti, 1979.

58



